Chapitre 1 - Limites de fonctions

Terminales Spé Maths
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1 Histoire des mathématiques

On peut considérer que le concept de limite est né avec le philosophe grec Zénon d’Elée au 4°™¢ siécle
avant notre ére. Il est 'auteur de célébres paradoxes dont celui d’Achille et 1a tortue.

Aux 17%M¢ et au 18°™¢ siécles, les mathématiques ont une intuition claire de la notion de limite. Par
exemple, Gottfried Leibniz, utilise des écritures telles que :

401 1 1 1 1 1 1

= ( —§+g—?+§—ﬁ+1—3—....).

Au 19°™¢ siécle, le besoin de définir rigoureusement le concept de limite se fait sentir. Le mathématicien
francais Augustin Cauchy donne une place centrale & la notion de limite en analyse. Plus tard, le
mathématicien allemand Karl Weierstrass surnommé le pére de I’analyse moderne en donne la premiére

définition précise et introduit la notation lim f(z) pour la limite d'une fonction f en z.
T—IQ

EXERCICE 1
Grand Oral Rechercher le paradoxe d’Achille et la tortue (un des Paradoxes de Zénon)

2 Limites de fonctions : définitions et premiéres propriétés

2.1 Limites en +00 et en —o0

ﬁéﬁnition 2.1. \

Limite infinie & Pinfini
e Une fonction f a pour limite 400 en +oo si pour tout réel A > 0 a partir d’un réel zy, pour
tout « > xy on a f(z) > A.
On note

lim f(z) =400

T—>+00
e Une fonction f a pour limite —oco en +o0o si pour tout réel B < 0 a partir d’un réel zq, pour
tout © > x¢ on a f(z) < B.
On note

e On définit de facon analogue les limites infinies en —oo. On les note

lim f(z)=4o0; lim f(z)=—o0
\_ T T /

Exemple :

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1

On voit ici que la limite de la fonction /= en +00 est +00. La démonstration est donnée dans la propriété
2.1.



/Propriété 2.1. \

Soit n en entier supérieur ou égal a 1. On a :

lim /z = +oo

T—>+00

lim 2" = +o00
T—r—+00

lim 2" =
Tr—r—0o0

{+oo si n est pair

—0o0 sin est impair

l & =409
N Wy

Démonstration. e Montrons la limite de lim /z = +oo
T—r—+00

Soit A un réel strictement positif.
A partir de xy = A2, pour tout & > xp on a /T > A. Donc lim /z = +oc0

T—+400

e Montrons que lim z" = +o0
r—r+00

Soit A un réel strictement positif.
A partir de zy = VA, pour tout = > zy, on a 2" > A. Donc lim 2" = +o00

r—r+00
400 sl n est pair

T——00

e Montrons que lim z" = . . .
—00 Sl n est lmpalr

Cette démonstration utilise les compositions de fonctions et quelques opérations sur les limites vues
plus loin dans le chapitre,elle peut étre étudiée maintenant ou par la suite.

Cas ou n est pair Posons y = —z alors lim z" = lim (—y)" = lim y" car n est pair donc
T——00 y——+00 y——+00
(—y)* =y" Or lim y" = +oodonc lim z" = +o0
Yy——+o0 T——00
Cas ot n est impair Posons y = —z alors lim z" = lim (—y)" = lim —y" car n est impair
T—>—00 y——400 y—r+00
donc (—y)" = —y™. Or lim —y" = —oo donc¢ lim z" = —o0
Yy—+o00 T—r—00
e la démonstration BAC de la lim e* = 400 sera étudiée dans la démonstration du théoréme des
T—r—+00

croissances comparées.

CQFD
\

/Déﬁnition 2.2.
Soit une fonction f définie sur un ensemble Dy.
Soit [ un nombre réel, dire que f tend vers la limite [ quand = tend vers 400 signifie que quelque soit
un ¢ donné strictement positif, il existe un réel xy > 0 tel que pour tout x de Dy, si > x, alors
|f(xz) — 1] < e On note
lim f(z)=1

T—>+00

On définit de facon analogue la limite réelle de f en —oo
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Définition 2.3.
Lorsqu’une fonction f a pour limite un réel [ en +00 ou en —oo, on dit que la courbe représentation
de f admet une asymptote horizontale en 400 ou en —oo d’équation y = 1.

Remarque .
Dans I'exemple précédent, la courbe représentative de f admet une asymptote en +oo d’équation y = 1

Exemple : :l'animation permet de comprendre la notion d’asymptote horizontale.

~

/Propriété 2.2.
Soit n un entier supérieur ou égal a 1. On a

. 1
lim — =0
r——400 €T
1
lim — =0
z—+oo ™
1
lim — =0

K T——00 /
. . . 1
Démonstration. e lim — =0
Tr—~00 €T
1 1
On choisit € > 0 proche de 0, il existe zg = — alors pour tout x > z, alors 7 <e.
€ x
1
Donc lim — =0
n J:—1>r-lr—loo \/E
) 1
e lim — =
x—+oo "

1
E

On choisit € > 0 proche de 0, il existe xg alors pour tout x > xq alors — <e.
x

1
Donc lim — =0

z——4o0
. 1
e lim — =0.
z——oo T
. 1 . 1 .
On pose y = —x donc lim — = lim ==+ lim — =0
z——o0 I y——+00 (—y)” y—r+oo Y™


https://www.geogebra.org/m/zxNJj6Cb

e La démonstration BAC lim e = 0 sera étudiée dans le cadre du théoréme des croissances com-

T——00
parées.
CQFD
2.2 Limite en un réel
/Déﬁnition 2.4. h

Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy. La fonction f a pour limite 400 en a si tout intervalle
de R du type |]A ; +oo[ contient toutes les valeurs de f(z) pour z assez proche de a. On note alors :
lim f(z) = +o0.

T—ra

Quel que soit A, il existe un réel § > 0 tel que pour tout x € Dy si |z — a| < § alors f(z) > A.

On définit de la méme maniére lim f(z) = —oc.
T—a

- /

Y

1
Dans cet exemple la fonction f définie par f(x) = 1 tend vers +oo lorsque x tend vers 1.
x

4 N

1
Propriété 2.3. e Pour tout n € N* si n est pair lim — = +o0.
z—0 "

. i o1
e Pour tout n € N* si n est impair lim — = +o0.
0

e Pour tout n € N* si n est impair lim — = —oo.
z—0 "

1
o lim — = +o0.
z—0 \/E
\_ )

Remarque .
lim f(z) est appelée limite a droite en a.

r>a
lim f(z) est appelée limite & gauche en a.

rx<a



Définition 2.5.

Lorsque la limite de f en a réel a est +o0 ou—oo, on dit que la droite d’équation x = a est une

asymptote verticale de la courbe Cy.

Remarque .
Dans I’exemple ci-dessus, la droite d’équation x = 1 est une asymptote a la courbe.

Exemple : [’animation permet de comprendre la notion d’asymptote verticale.

Définition 2.6.

toutes les valeurs de f(z) pour x suffisamment proche de a. On note lim f(z) = .
rT—ra

Soit [ un nombre réel. Une fonction a pour limite [ en a si tout intervalle ouvert contenant [ contient

Pour tout € > 0, il existe un réel 6 > 0 tel que, pour tout x € Dy si |z —a| < J alors |f(z) — ] < e.

/Propriété 2.4.
Soit a un réel,
e Sia>0;lim+vz=+a
r—a
e Si P est un polynome, alors lim P(x) = P(a)
r—a

F(a)
e lim cos(x) = cos(a) et lim sin(x) = sin(a)
T—a Tr—a

o lime® =¢

\ rT—ra

~

e Si F' est une fonction rationnelle, (quotient de deux polyndomes) définie en a, alors lim F(x) =

T—ra

%

EXERCICE 2

En vous aidant du graphique, donnez les équations réduites des asymptotes a la courbe.

EXERCICE 3
asymptote et limite 1

EXERCICE 4

asymptote et limite 2

EXERCICE 5

Limite de fonctions usuelles niveau 1 La fonction In sera étudiée plus tard dans ’année

EXERCICE 6
Limite de fonctions usuelles niveau 2 La fonction In sera étudiée plus tard dans I’année

EXERCICE 7
Limite d’autres fonctions usuelles La fonction In sera étudiée plus tard dans ’année

EXERCICE 8

Limite d’autres fonctions usuelles La fonction In sera étudiée plus tard dans ’année


https://www.geogebra.org/m/DhVCJkvv
https://www.geogebra.org/m/TBQMtn9B
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=asympt2hv&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=asympt1hv&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=formules&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=formules2&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=formules0&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=
https://wims.univ-cotedazur.fr/wims/wims.cgi?session=2NBB0BAF73.2&lang=fr&cmd=new&module=H6%2Fanalysis%2Foeflimite.fr&exo=formules02&qnum=1&scoredelay=&seedrepeat=0&qcmlevel=1&special_parm2=&special_parm4=

3 Opérations sur les limites

@riété 3.1. \

— Limite d’une somme :

/ g /+yg

14 v (+ 0

12 00 00
+00 +00 +00
—00 —00 —00

— Limite d’un produit :

f g fg
12 4 ow
(#£0 00 00
o o o

— Limite d’un quotient :

f g fla
/ 0 o7
(#£0 0 00

. i

Remarque . e oo peut signifier +00 ou —oo. Les régles du signe d’un produit ou d’un quotient
demeurent.
e Pour la limite de la différence f — g, on considére la limite de la somme f + (—g).
e les lignes en vert sont des cas pariculiers.

Exemple
1
Soit f:x+— (1 —2x) <x3 + —) définie sur R*. Calculons liril f(z).
T r—+00
1
Par somme, lim (1 —z)=—0c0 et lim (x3 + —) =+o00 dong, par produit, lim f(x)=—oc.
T _+00 T—+00 €T T—+00

EXERCICE 9
calcul de limites a U'infini

EXERCICE 10

calcul de limites en un réel


https://mathenpoche.sesamath.net/?page=terminale#terminale_2_4_3_sesabibli/5e69e21ac01e0c238782b199
https://mathenpoche.sesamath.net/?page=terminale#terminale_2_4_3_sesabibli/5e69e3bac01e0c238782b19a

4 Limites de composée de fonctions

4.1 Fonctions composées

Une composée de deux fonctions correspond & un enchainement de deux fonctions 'une aprés 'autre.
Par exemple, composons la fonction f : x +— 1 — z suivie de g : x — /2. On peut ainsi schématiser :

r—1—xz—+v1— 2.
f g

Cependant, on voit que la fonction g ne peut s’appliquer que si ’ensemble des images par la fonction f
est inclus dans I’ensemble de définition de g.

Ainsi, pour appliquer ici la racine carrée, il faut que 1 — x > 0 c’est-a-dire que = < 1.

La composée existe donc dans le schéma suivant ol on précise les ensembles de départ et d’arrivée pour

f:
|—o00; 1]=[0; +oo[— R

T ~ 1l—2 —=+J1—2z
/ g

En composant f suivie de g, on a ainsi défini sur | — oo ; 1] la fonction = — /1 — z.

Définition 4.1.
Soit f une fonction définie sur F et a valeurs dans F, et soit g une fonction définie sur F.
La composée de f suivie de g est la fonction notée g o f définie sur E par go f(x) = g(f(x)).

Remarque .
Il ne faut pas confondre g o f et f o g qui sont, en général, différentes.

Exemple :

En reprenant f et g de 'exemple précédent, définissons f o g.
La composée de g suivie de f est possible en partant de ’ensemble de définition de ¢ :

0; +oo[—=[0; +oo[— R
N N 4 71—\/5
9

En composant g suivie de f, on a ainsi défini sur [0 ; +o0o[ la fonction z — 1 — /z.

4.2 Théoréme de composition des limites

Théoréme 4.1.
Soit h la composée de la fonction f suivie de g et o, 5 et v trois réels ou £ oo.
Si lim f(x) = [ et limq g(z) =, alors lim h(z) =

T T/ T

Exemple :

Déterminons la limite en —oo de la fonction g o f de I'exemple précédent.
La composée de f : x+— 1 — x suivie de g : 2 — /z est h: x +— /1 — x définie sur | — oo ; 1].
Or, lim (1 —z) = +oo (par somme) et lim +/z = +oo (limite de référence).

T—

T——00 +oo
Donc, d’aprés le théoréme de composition, lim 1 —x = +o0.
T—r—00

8



Méthodes - Déterminer une limite de fonction
On applique les propriétés d’opérations sur les limites.

. .. .1, ., 00 0
Si la limite est indéterminée, « +00 + (—00) », « 0 X 00 », « — » ou « 0 », on essaye de :
00

— factoriser par le terme prépondérant ;

— multiplier par la quantité conjuguée! si des racines carrées interviennent ;

— effectuer un changement de variable (voir théoréme de composition des limites).
Calculer les limites suivantes :

1. lim (\/JT—\/_)

:L‘—) o0
_ 1
5 iy 2341
T—r+00 3;‘2 —1
—4
3. lim —

- 1 ., . 00 0
Ces limites sont indéterminées (respectivement formes « oo — 0o », « — » et « 0 »).
00

1. On multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée de V& + 1 — /z :
T i Ve +1-vz)(Ve+1+z) 1
” VIt 1l+a Ve+1+ .z

Or, par composition : lir}rl (x+1) =400 et hm VT = +oo donc lim vz + 1= +oo.
T—r+00

Tr—+00
1
Et, par somme : lim (\/er + ) = +00. Donc, par inverse : lim
P T—r+o0 Ve P z—+o0 /x4 1 +\/_

202 -3z +1 2-324+4
2-1 1-4

2. Divisons le numérateur et le dénominateur par x2. Alors,

3 1 1
Or, par somme : lim (2——+—2):2et lim (1——):1.

T—+00 xT T—+00 {L‘2

2244
Donc, par quotient : lim —&—% =2,

T—+00 1— %
T

3. Changeons de variable en posant u = /x. Si z tend vers 4, alors u tend vers 2.

—4 24 2)(u—2
55_2 :1;_2 = (u+u)_(u2 ):u+2 pour u # 2. Donc, parsomme:ii_)r%(u+2):4.

EXERCICE 11

1. limites en +00 et —oo des Fonctions polynomes
(a) 5a® +22? — 62+ 5
(b) —4x® + 22 + 10

2. Fonctions rationnelles

() . 222 +x —3

a im —

r——00 3!E+4
8x3 —bxr +4

b - - @ -
( ) x—lgli—loo 33 -+ 22 — 1

EXERCICE 12

Limites de fonctions composées

1. on désigne généralement par a — b+/c la quantité conjuguée de a + by/c


https://mathenpoche.sesamath.net/?page=terminale#terminale_2_4_3_sesabibli/5e6cd82ad1d2d74c7d1b3ddf

5 Limites et comparaison

5.1 Théoréme de comparaison

G‘héoréme 5.1. \

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(z) sur un intervalle Ja ; +oo[ de R.
— lim f(z) =400 = hlf g(x) = +o0.
T—r+00

T—+400

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle | — oo ; 3] de R.
— lim f(z) =400 = lim g(x) = +o0.
T——00

T—r—00
— lim ¢g(z) = —oc0= lim f(x)=—o0.
T—>—00 T——00

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(z) sur un intervalle Ja ; 5[ de R et zy €]a; B
— lim f(x) =400 = lim g(z) = +o0.
T—TQ

T—T0
— i =— li = —o0.
= )
Exemple
Soit la fonction A définie sur R par h(x) = vz* + 1, calculer lim h(x).

r—r-+00

Pour tout z, 2% < 2% +1
La fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo[, donc Vot < vVt +1 & 2% < h(z).

Or lim z® = +oo d’aprés le théoréme de comparaison lim h(z) = +o0
T—+00 T—+00

5.2 Théoréme d’encadrement dit « des gendarmes »

Théoréme 5.2.
Soit deux réels « et ¢ et trois fonctions f, g et h telles que, pour z > «, on a f(x) < g(x) < h(z).
Si lim f(z)= lim h(z) =¢, alors lim g(z) =/

T—>+00 T—+00 T—r—+00

Remarque .
On a, comme pour le théoréme de comparaison précédent, deux théorémes analogues lorsque = tend vers
—o0 et lorsque z tend vers un réel x.

Démonstration. Par hypothése, les fonctions f et h ont pour limite £.

Considérons un intervalle ouvert I qui contient £. Il contient toutes les valeurs f(z) dés que x > a et toutes
les valeurs h(z) dés que x > b. Notons ¢ = max(a;b), I contient donc toutes les valeurs f(z) et h(z) dés
que x > c.

Comme pour tout = € I, f(x) < g(z) < h(x), J contient toutes les valeurs g(x) dés que x > ¢. C’est vrai
pour tout intervalle ouvert contenant ¢ donc $1—1>I—il:loo g(x) = (.

CQFD

Exemple
Soit la fonction f définie sur I =]0; +o00[ telle que pour tout = € I,

1 1
—+2< f(e) K —+2
Xz Xz
10



1 1
Sachant que, par somme, lim ——+2=2et que lim —+2 = 2;o0n a d’aprés le théoréme d’encadrement

rx—+oco0 I T—+00 T
"des gendarmes" lim f(z) =2
T—r+00
1
——+2
£z
1
1 =2
x
1 / 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1

EXERCICE 13

| g 0@ +3
r——+00 T

5 Tim 2x + cos(x)
T—+00 r—1

cos(z)

3. lim

r——+00 {L‘2
4 lim LOS@)
z—+o0 T — sin(2z)
corrigé

5.3 Théoréme des croissances comparées

Théoréme 5.3.

e
Pour tout n € N*; lim — =400 et lim z"e* =0
z—+oo " T——00

xT

Démonstration. Démonstration des ptes 2.1 et 2.2

1. Limite en +oo. On considére la fonction g(z) = e* — x
g est dérivable sur R et ¢'(z) = ¢* — 1
d(x)>0&e*>16 e >e < x>0 car e® est une fonction croissante.

Donc g est décroissante sur | —oo; 0] et croissante sur |0; +o00[ avec g(0) = 1 le minimum de g sur R.

Donc pour tout z réel g(z) > 1> 0= e* — 2 > 0 donc e” > z.
Or lim x = 400 donc, par comparaison,

r—>+00
lim e* = +o0
x——+00
o e . z . X . 1 . X
2. Limite en —oc0. Posons X = —x donc lim e = lim e = lim — Or lim e* = +o0
r——00 X—+oo X—+oo 6X X—+oo

1
d’aprés la démonstration précédente donc par inverse lim — = 0 Donc
X—+oo eX

lim e* =0
T—r—00

11


https://www.youtube.com/watch?v=jOyBpZ16tYE

Démonstration du théoréme des croissances comparées
Limite en 400

1. casn=1
On considére la fonction f définie sur R par :

2

x
x)=¢€"— —
@)= -2
(a) f est dérivable sur R comme somme d’une fonction de la fonction exponentielle et d’une fonction
polynome.
fl(x) =¢e" — .

Nous avons vu dans la démonstration de la propriété 2.1 que f’(x) > 0 pour tout = € R. Donc
f est croissante sur R.
2 e
Donc pour tout > 0, f(z) > f(0) donc f(z) > 1 donc f(z) >0 < e* > e >
x

N8

T

Par le théoréme de comparaison, on a lim — = +o00
r—+oo T

S () )
— T X —
x" o n

T X\" 1
En posant X = f, on a c _ (e_) X (—)
n " X n

lim X = 400 et on a montré précédemment que lim — = +o00 donc, par composition : pour
T—400 X—+o0
xr

2. casn>1

. e
tout n > 0; lim — = +o0
r—4o0 "

Limite en —c0

X\
Posons X = —z donc lim z"e” = lim (—X)"e X = lim ( X)
T——00 X—+o00 X—4o00 €
eX X"
On sait que pour tout n > 0, XE)TOO < = 400 donc par inverse XETOO = 0
Xxn (=x)"
D li —1)"— = 1 =0
one (Jm (FD"5 = w

Conclusion : lim z"e* =0
T—r —00

CQFD
EXERCICE 14

, ) ) e’ 4
Déterminer lim
z—4o00 T — 12

Corrigé

12


https://www.youtube.com/watch?v=GoLYLTZFaz0
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