
Chap 10 - Equations di�érentielles

Terminales Spé Maths

Dé�nition 0.1.

Une équation di�érentielle d'ordre n est une équation :

• dont l'inonnue est une fontion y de variable x, n fois dérivable.

• liant y et ertaines de ses dérivées : y′; y′′; ...; y(n)

Résoudre une équation di�érentielle 'est déterminer l'ensemble des fontions y dérivables sur un

intervalle I inlus dans R qui véri�ent l'équation.

Exemple :

• Equation du premier ordre : y′ = 2y + 5 ; y′ = y2

• Equation du seond ordre y′′ + 4y = 0 ; x2y′′ − 2y′ − 3y + 2x = 0.

1 Equation homogène y′ = ay

Théorème 1.1.

Soit a ∈ R
∗
. Les solutions de l'équation di�érentielle y′ = ay sont de la forme y(x) = keax; k ∈ R

Soient x0,y0 ∈ R il existe une unique solution f qui véri�e f(x0) = y0

Démonstration. Les fontions de la forme y(x) = keax sont bien solutions de l'équation ar y′(x) = kaeax =
ay(x).

Réiproquement supposons qu'il existe g solution de l'équation di�érentielle, posons h(x) = g(x)e−ax
;

h est dérivable sur R et pour tout réel x ;h′(x) = g′(x)e−ax
− g(x)ae−ax = ag(x)e−ax

− g(x)ae−ax = 0

Don h(x) = k onstante ⇔ g(x)e−ax = k ⇔ g(x) = keax

De plus, f(x0) = y0 don keax0 = y0 ⇔ k = y0e
−ax0

est unique f(x) = y0e
a(x−x0)
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2 Equation linéaire y′ = ay + b

Théorème 2.1.

Soit a ∈ R
∗
. Les solutions de l'équation di�érentielle y′ = ay+b sont de la forme y(x) = keax−

b

a
; k ∈ R

Soient x0,y0 ∈ R il existe une unique solution f qui véri�e f(x0) = y0

Exemple :

Déterminer la solution y de l'équation y′ = −0.5y + 1 et y0 = 3 pour x0 = 0
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f est de la forme f(x) = ke−0.5x
−

−1

−0.5
= ke−0.5x + 2

f(0) = 3 ⇔ ke0 + 2 = 3 ⇔ k = 1.

Don la solution est f(x) = e−0.5x + 2.

3 Equation de la forme y′ = ay + f(x)

Théorème 3.1.

Pour résoudre une équation du type y′ = ay + f(x) où f est une fontion ontinue sur I

• On herhe une solution partiulière

• On détermine l'ensemble des solutions en se ramenant à l'équation homogène y′ = ay

Exemple :

Soit (E) l'équation di�érentielle y′ − 2y = 1− 6x

1. Le seond membre de l'équation (E) est un fontion a�ne don la solution partiulière s'érit

y0 = ax+ b don y′0 − 2y0 = 1− 6x ⇔ a− 2(ax+ b) = 1− 6x ⇔ −2ax+ a− 2b = 1− 6x.

Par identi�ation, on a

{

−2a = = −6
a− 2b = 1

⇔

{

a = 3
3− 2b = 1

⇔

{

a = 3
b = 1

don y0(x) = 3x+ 1 est une solution partiulière de (E).

2. y et y0 solution de (E) don

{

y′ − 2y = = 1− 6x
y′0 − 2y0 = 1− 6x

Don par soustration :

(y′ − y′0)− 2(y − y0) = 0 ⇔ (y′ − y′0) = 2(y − y0).
Posons pour tout réel x,φ(x) = y(x)− y0(x)
Le problème peut s'érire :

φ′(x) = 2φ(x)

D'après la partie préédente :

φ(x) = ke2x

⇔ y(x)− y0(x) = ke2x ⇔ y(x) = ke2x + 3x+ 1
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