Chapitre 11 - Fonctions trigonométriques

Terminales Spécialité Maths
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1 Rappels

1.1 Le cercle trigonométrique

e Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1, orienté dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre

e La circonférence du cercle trigonométrique est de 27

e En enroulant la droite des réels sur un cercle trigonométrique, on fait correspondre tout nombre
réel & un point du cercle, nommé point-image.

e En enroulant la droite des réels sur le cercle trigonométrique, tout point du cercle est le point-image
d’une infinité de réel.

Exemple : :animation

e Soit M un poin’a digercle trigonométrique, repéré par le nombre x. x est la mesure en radian de
I'angle orienté (i,0OM).
r,x + 27w +47,... et x — 2m,x — 4w, x — 67 repérent le méme point M sur le cercle.
(Z,O—]\}[) = z[27]("modulo 27")

e La mesure principale d’un angle orienté est son unique mesure appartenant a 'intervalle | — 7 7]

am
Méthode : Soit o ot a et b sont deux entiers avec b # 0 dont on veut trouver la mesure principale.

Pour cela, on cherche un multiple de 2b le plus proche de a en excés ou en défaut, et on décompose
am

=

Exemple :

50

3
16 x 3 = 48 est le plus proche multiple de 2b proche de a. En effet 18 x 3 = 54 est moins pertinent.
1


https://www.geogebra.org/m/Ry4j9ZT2

50 48w 27 21 o2
3 =3 t3 =3 t8x2r=5[n]

i o
3 est la mesure principale.

EXERCICE 1

Trouver les mesures principales des angles suivants :

—397
[ J
e —Hlm
o —D38T

3

/Déﬁnition 1.1.
On définit le sinus et le cosinus d’un nombre réel a partir du cercle trigonométrique.
Soit x un réel et son point-image M sur le cercle trigonométrique :
e cos(x) est I’abscisse de M.

e sin(z) est 'ordonnée de M.

e Pour tout x € R; —1 < cos(z) <1

e Pour tout x € R; —1 <sin(z) <1

e Pour tout z € R; cos?(x) + sin?(z) = 1

e Pour tout x € R;cos(x + 27?) = cos(z) et sin(z + 27) = sin(x)

e Pour tout x € R;cos(—x) = cos(z) et sin(—z) = —sin(x)

e Pour tout x € R; cos(x + ) —cos(x) et sin(z + 7) = —sin(x)
o (m —x) = —cos(x) et sin(m — x) = sin(z)

\ Pour tout z € R; cos(m




/Propriété 1.1. \

Valeurs remarquables du sinus et cosinus

: o |z |5 |5 |3
cos(z) 1 ? @ : 0
sin(x) 0 : g ? 1

\2 /

EXERCICE 2

cos-sin niveau 1

cos-sin niveau 2

construction niveau 1
calculs d’angles

1.2 Formules d’addition et de duplication

. N
Propriété 1.2.

/
On se place dans un repére orthonormé du plan. Soient v = (";) et U= (:;,) Le produit scalaire de

deux vecteurs peut s’obtenir de deux facons suivantes :

—

w.v = zx' +yy' = ||d|| x ||v]| X cos(u,v)

. /



https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5b9b9da7b0ca56652d99f1f2
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5b9b7b55b0ca56652d99f1ea
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/599d35f30e6b735d39cde338#MepMG
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5cf4ddabe8933802147f446a

Gropriété 1.3. \

Soient a et b deux nombres réels. Formule d’addition
e cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
e cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
Conséquence :

Comme pour tout = € R; cos?(x)+sin*(x) = 1, on obtient cos?(x) = 1—sin?(z) ou sin?(z) = 1—cos?(r)
On en déduit les formules de duplication :

cos(2a) = cos?(a) — sin*(a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) = 2 cos?(a) — 1

ou bien

@8(2(1) = cos?(a) — sin*(a) = 1 — sin*(a) — sin®(a) = 1 — 2sin®*(a) /

Explications :

O (cos ) ot OF — cos((é)))
Donc le produit scalaire OB.OA = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

et d’autre part,

OB.OA — ||OA|| x |OB]| x cos(OB,0A4) =1 x 1 x cos(a—b)

Ainsi, on voit que cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Exemple :

1 De ; 5T 7r+7r

montrer — =4 =

émontrer que 15 116
5 5

2. En déduire cos(l—;r) et sin(l—;r).

1 7T+7T_37T 27?_57?

406 12 12 12



2. d’apreés les formules de 'addition :

coS(l—ﬂ) = Cos(g + %) = COS(%)COS(%) - sin(%)sin(%) = ? X ? _ g 5 % _

V6 V2 V-2

4 4 4

Sm(%) = sm(g + %) = Sin(%)cos(%) +cos(g)sin(%) = g X ? + g % % _ \/61 V2

EXERCICE 3

7
1. Calculer g + % En déduire la valeur exacte de cos(l—ﬁ.

T T ™
2. En remarquant que 1= 2 X FE calculer la valeur exacte de sin(g.

3. Formules

1.3 Equations- Inéquations trigonométriques

Propriété 1.4.

Soient a et  deux nombres réels.
o cos(z) =cos(a) & x=a+2krour=—a+2km kel
e sin(z) =sin(a) ©r=a+2kroux=n1—a+2kmk €

EXERCICE 4
Résoudre dans | — m,7] et dans [0,27] les inéquations suivantes :

1. cos(x) = —0.5
V2

2. sin(z) + o3 >0

3. 3—2V3cos(z) <0
4. 2cos(r) +v3 <0
5. 1 —2sin(z) >0

2 Fonctions cosinus et sinus

2.1 Restriction du domaine d’étude d’une fonction trigonométrique

Définition 2.1. 1. Une fonction f est paire si pour tout z € R, f(—x) = f(x)
2. Une fonction f est impaire si pour tout = € R, f(—z) = —f(x)
3. Une fonction f est périodique de période T' si pour tout x € R, f(x +T) = f(x)

Propriété 2.1. 1. Si une fonction f est paire alors C; présente une symétrie selon I'axe des
abscisses.

2. Si une fonction f est impaire alors C; présente une symeétrie centrale de centre O.

3. Si f est T'—périodique alors C; est invariante par la translation de vecteur Ti

Remarque .
Conséquences :


https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e8342b72bf01563d3a23846#MepMG

1. Sila fonction f est paire ou impaire, on peut ’étudier sur R

2. Si f est une fonction T'—périodique, on peut I’étudier sur tout intervalle d’amplitude 7T'.

T
3. Si f est une fonction paire ou impaire de période T', on peut I’étudier sur I'intervalle [0,5

2.2 Fonctions cosinus et sinus

Propriété 2.2. 1. cos(—z) = cos(z) donc la fonction cos est paire sur R.
2. sin(—z) = —sin(z) donc la fonction sin est impaire sur R.

3. cos(x 4 2m) = cos(z)donc la fonction cos est 2mw-périodique.

4. sin(z + 2m) = sin(z)donc la fonction sin est 2w-périodique.

2.2.1 Deérivées

Propriété 2.3. 1. La fonction sinus est dérivable sur R et pour tout réel x,sin’(z) = cos(z).

2. La fonction cosinus est dérivable sur R et pour tout réel z,cos’(z) = —sin(x)

Démonstration. pré-requis :

sin(x cos(z) — 1
lim ST o gy SO L
z—0 xX z—0 X

0

sin(a + h) —sin(a)  sin(a) cos(h) + cos(a)sin(h) —sin(a)  sin(a)(cos(h) — 1) N cos(a) sin(h)

h h a h h
i h) — si h)—1 in(h
sin(a + })L sin(a) _ sin(a) cos(h) + cos(a) sm}i )
in(h h)—1
D’aprés les pré-requis, on a lim sin(h) =1et lim M =0.
h—0 h—0
: B — s
Donc }1}1’% sin(e + })L sin(e) = sin(a) x 0 4 cos(a) x 1 = cos(a). Donc la fonction sinus est dérivable et
—

sin’(x) = cos(x).

Pour tout réel, cos(z) = sin(§ — x) donc par composition, cos'(x) = —1 x sin’(§ —z) = —cos(§ —z) =
— sin(z). CQFD
y=cos (x)
il T _']T f{ﬂ'
2 2 /
Yy =sin (x)
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