
Chapitre 11 - Fontions trigonométriques

Terminales Spéialité Maths
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1 Rappels

1.1 Le erle trigonométrique

• Le erle trigonométrique est le erle de rayon 1, orienté dans le sens inverse des aiguilles d'une

montre

• La ironférene du erle trigonométrique est de 2π
• En enroulant la droite des réels sur un erle trigonométrique, on fait orrespondre tout nombre

réel à un point du erle, nommé point-image.

• En enroulant la droite des réels sur le erle trigonométrique, tout point du erle est le point-image

d'une in�nité de réel.

Exemple : :animation

• Soit M un point du erle trigonométrique, repéré par le nombre x. x est la mesure en radian de

l'angle orienté (~i,
−−→
OM).

x,x+ 2π,x+ 4π,... et x− 2π,x− 4π,x− 6π repèrent le même point M sur le erle.

(~i,
−−→
OM) = x[2π]("modulo 2π")

• La mesure prinipale d'un angle orienté est son unique mesure appartenant à l'intervalle ]− π,π]

Méthode : Soit

aπ

b
où a et b sont deux entiers ave b 6= 0 dont on veut trouver la mesure prinipale.

Pour ela, on herhe un multiple de 2b le plus prohe de a en exès ou en défaut, et on déompose

aπ

b
.

Exemple :

50

3
16× 3 = 48 est le plus prohe multiple de 2b prohe de a. En e�et 18× 3 = 54 est moins pertinent.
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50

3
=

48π

3
+

2π

3
=

2π

3
+ 8× 2π =

2π

3
[2π].

2π

3
est la mesure prinipale.

EXERCICE 1

Trouver les mesures prinipales des angles suivants :

• −39π

4
• 77π

6

• −51π
• −538π
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Dé�nition 1.1.

On dé�nit le sinus et le osinus d'un nombre réel à partir du erle trigonométrique.

Soit x un réel et son point-image M sur le erle trigonométrique :

• cos(x) est l'absisse de M.

• sin(x) est l'ordonnée de M.

• Pour tout x ∈ R;−1 ≤ cos(x) ≤ 1
• Pour tout x ∈ R;−1 ≤ sin(x) ≤ 1
• Pour tout x ∈ R; cos2(x) + sin2(x) = 1
• Pour tout x ∈ R; cos(x+ 2π) = cos(x) et sin(x+ 2π) = sin(x)
• Pour tout x ∈ R; cos(−x) = cos(x) et sin(−x) = − sin(x)
• Pour tout x ∈ R; cos(x+ π) = − cos(x) et sin(x+ π) = − sin(x)
• Pour tout x ∈ R; cos(π − x) = − cos(x) et sin(π − x) = sin(x)
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Propriété 1.1.

Valeurs remarquables du sinus et osinus

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cos(x) 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

sin(x) 0

1

2

√
2

2

√
3

2
1

EXERCICE 2

os-sin niveau 1

os-sin niveau 2

onstrution niveau 1

aluls d'angles

1.2 Formules d'addition et de dupliation

Propriété 1.2.

On se plae dans un repère orthonormé du plan. Soient ~u =

(

x

y

)

et ~v =

(

x′

y′

)

. Le produit salaire de

deux veteurs peut s'obtenir de deux façons suivantes :

~u.~v = xx′ + yy′ = ‖~u‖ × ‖~v‖ × cos(~u,~v)
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Propriété 1.3.

Soient a et b deux nombres réels. Formule d'addition

• cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)
• cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
• sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
• sin(a− b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b)

Conséquene :

Comme pour tout x ∈ R; cos2(x)+sin2(x) = 1, on obtient cos2(x) = 1−sin2(x) ou sin2(x) = 1−cos2(x)
On en déduit les formules de dupliation :

cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) = cos2(a)− (1− cos2(a)) = 2 cos2(a)− 1
ou bien

cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) = 1− sin2(a)− sin2(a) = 1− 2 sin2(a)

Expliations :

−→
OA =

(

cos(a)
sin(a)

)

et

−−→
OB =

(

cos(b)
sin(b)

)

Don le produit salaire

−−→
OB.

−→
OA = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

et d'autre part

−−→
OB.

−→
OA = ‖−→OA‖ × ‖−−→OB‖ × cos(

−−→
OB,

−→
OA) = 1× 1× cos(a− b)

Ainsi, on voit que cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Exemple :

1. Démontrer que

5π

12
=

π

4
+

π

6

2. En déduire cos(
5π

12
) et sin(

5π

12
).

1.

π

4
+

π

6
=

3π

12
+

2π

12
=

5π

12
4



2. d'après les formules de l'addition :

cos(
5π

12
) = cos(

π

4
+

π

6
) = cos(

π

4
) cos(

π

6
)− sin(

π

4
) sin(

π

6
) =

√
2

2
×

√
3

2
−

√
2

2
× 1

2
=

√
6

4
−

√
2

4
=

√
6−

√
2

4

sin(
5π

12
) = sin(

π

4
+

π

6
) = sin(

π

4
) cos(

π

6
) + cos(

π

4
) sin(

π

6
) =

√
2

2
×

√
3

2
+

√
2

2
× 1

2
=

√
6 +

√
2
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EXERCICE 3

1. Caluler

π

3
+

π

4
. En déduire la valeur exate de cos(

7π

12
.

2. En remarquant que

π

4
= 2× π

8
, aluler la valeur exate de sin(

π

8
.

3. Formules

1.3 Equations- Inéquations trigonométriques

Propriété 1.4.

Soient a et x deux nombres réels.

• cos(x) = cos(a) ⇔ x = a + 2kπ ou x = −a + 2kπ; k ∈ Z

• sin(x) = sin(a) ⇔ x = a+ 2kπ ou x = π − a+ 2kπ; k ∈ Z

EXERCICE 4

Résoudre dans ]− π,π] et dans [0,2π] les inéquations suivantes :

1. cos(x) = −0.5

2. sin(x) +

√
2

2
≥ 0

3. 3− 2
√
3 cos(x) < 0

4. 2 cos(x) +
√
3 < 0

5. 1− 2 sin(x) > 0

2 Fontions osinus et sinus

2.1 Restrition du domaine d'étude d'une fontion trigonométrique

Dé�nition 2.1. 1. Une fontion f est paire si pour tout x ∈ R,f(−x) = f(x)

2. Une fontion f est impaire si pour tout x ∈ R,f(−x) = −f(x)

3. Une fontion f est périodique de période T si pour tout x ∈ R,f(x+ T ) = f(x)

Propriété 2.1. 1. Si une fontion f est paire alors Cf présente une symétrie selon l'axe des

absisses.

2. Si une fontion f est impaire alors Cf présente une symétrie entrale de entre O.

3. Si f est T−périodique alors Cf est invariante par la translation de veteur T~i

Remarque .

Conséquenes :
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1. Si la fontion f est paire ou impaire, on peut l'étudier sur R
+

2. Si f est une fontion T−périodique, on peut l'étudier sur tout intervalle d'amplitude T .

3. Si f est une fontion paire ou impaire de période T , on peut l'étudier sur l'intervalle [0,
T

2

2.2 Fontions osinus et sinus

Propriété 2.2. 1. cos(−x) = cos(x) don la fontion cos est paire sur R.

2. sin(−x) = − sin(x) don la fontion sin est impaire sur R.

3. cos(x+ 2π) = cos(x)don la fontion cos est 2π-périodique.

4. sin(x+ 2π) = sin(x)don la fontion sin est 2π-périodique.

2.2.1 Dérivées

Propriété 2.3. 1. La fontion sinus est dérivable sur R et pour tout réel x,sin′(x) = cos(x).

2. La fontion osinus est dérivable sur R et pour tout réel x,cos′(x) = −sin(x)

Démonstration. pré-requis :

lim
x→0

sin(x)

x
= 1 et lim

x→0

cos(x)− 1

x
= 0

sin(a+ h)− sin(a)

h
=

sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h)− sin(a)

h
=

sin(a)(cos(h)− 1)

h
+

cos(a) sin(h)

h

sin(a+ h)− sin(a)

h
= sin(a)

cos(h)− 1

h
+ cos(a)

sin(h)

h

D'après les pré-requis, on a lim
h→0

sin(h)

h
= 1 et lim

h→0

cos(h)− 1

h
= 0.

Don lim
h→0

sin(a+ h)− sin(a)

h
= sin(a) × 0 + cos(a) × 1 = cos(a). Don la fontion sinus est dérivable et

sin′(x) = cos(x).

Pour tout réel, cos(x) = sin(π
2
− x) don par omposition, cos′(x) = −1 × sin′(π

2
− x) = − cos(π

2
− x) =

− sin(x). CQFD
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