Chapitre 12 - Calcul Intégral

Terminale Spé Maths

1 Primitive

Définition 1.1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I, une fonction F' solution
de I’équation différentielle ¢y = f(x).

On a alors pour tout « € I; F'(x) = f(x).

Exemple :

Soit la fonction f(z) = 2z alors F'(z) = 2% est une primitive de f car F est dérivable sur R et F'(z) = 2z.

Théoréme 1.1.
Soit une fonction f admettant une primitive F' sur I alors toute primitive G de f sur I est de la forme
G = F + k avec k réel.

Démonstration. e Soit G une fonction définie sur I par G = F' + k avec k réel G dérivable sur I par
somme de fonctions dérivables et G' = F' = f
Donc G est une primitive de f.
e Réciproquement, soit G une primitive de f sur I; G est dérivable sur I et (G — F) =G — F' =
f(z)—f(x) = 0 Donc G—F est une constante donc il existe un réel k tel que G—F =k < G = F+k
CQFD

Exemple :
Si F(z) = z? primitive de f(x) = 2z alors G(z) = 2% + 3 est également une primitive de f.

Théoréme 1.2.
Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I

1.1 Primitive et condition initiale

Théoréme 1.3.
Soit f une fonction admettant une primitive sur I. Soit zy € I et yy € R, il existe une unique primitive
F de f sur I tel que F(xo) = 1o

Démonstration. Soit F' et G deux primitives de f sur I. On a donc F' = G + k. Si F vérifie F(zq) = o,
alors il existe un unique k réel tel que k = yy — G(x0). CQFD

Exemple :
Déterminer la primitive de f(z) = 2z vérifiant F'(2) = 3

Fx)=2>+ket F2) =4+k=3donc k=3 —4= —1donc F(x) = 22 — 1 est 'unique primitive
vérifiant la condition initiale.



1.2 Primitives des fonctions de référence

Fonction f définie par : | Primitive I’ définie par F(z) = sur Pintervalle
f(z) = a, a constante réelle axr + k R
. Rsin>0
flz)=2a"neZn+# -1 T ] — 00;0[ ou ]0; +oo] si
n+1 n<—1
1 0:
flz) == In(z) + k 0; +o0]
x
1
N 2\/r+k ]0; +00[
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1.3 Reégles d’intégrations

u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction f du type Une primitive I du Conditions
type
n+1 ’
(@) x ' (2)m € Zn £ —1 ()] u ne s’annule pas sur
— lorsque n < 0
n+1
eu(ac) % Ul(l‘) eu(a:)
u'(z) In(u(z)) sur tout intervalle ot u(x) > 0
u(z)
/
u'(2) 2/ u(z) sur tout intervalle ot u(z) > 0
u(z)
u X vou Vou V' primitive de v sur I

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O; i j) Unité d’aire

L unité d’aire (en abrégé u.a.) est aire du rectangle de cotés ||| et |||




2 Intégrale d’une fonction continue et de signe constant

2.1 Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle

Définition 2.1.
Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et C est la courbe représentative de
f alors on appelle intégrale de a a b de la fonction f, ’aire du domaine D délimité par la courbe

C, les droites d’équation x = a,x = b et ’axe des abscisses, exprimée en unités d’aire.
. . b
Ce nombre est noté : [’ f(x)dx
a

-

o] Aire = f: f(x)dx = 8.71 u.a.

34

2 4
Unité d’air

W

2.2 Valeur moyenne d’une fonction continue

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] (a < b)
La valeur moyenne de f sur [a;b] est le nombre m défini par :

b
m:bia/ f(x)dx

2.3 Propriétés algébriques de l'intégrale

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur un intervalle I,
a,b et c trois réels de I et a et S deux réels positifs.

b b b
1. Linéarité : / (af(x) + Bg(x)) dx = a/ f(:c)d:chﬁ/ g(z)dx
2. Relation de Chasles : /c f(x)dx + /b f(z)dx = /b f(z)dx

2.4 Intégration et ordre

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur un intervalle I,
a et b deux nombres réels de I tels que a < b.

b b
Si pour tout x de [a;b], f(z) < g(z) alors / f(z)dx < / g(x)dx



2.5 Intégrale d’une fonction négative

Propriété 2.1.
Si f est continue et négative sur I alors I’aire du domaine D en u.a. est

aire = /b —f(z)dx

3 Fonction définie par une intégrale

Théoréme 3.1.

f est une fonction continue et positive sur un intervalle I = [a; b].

Alors la fonction F' définie par : F(z) = [ f(t)dt est dérivable sur I et F' = f.
Plus précisément, F' est la primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration. cas ou f est croissante sur [

C est la courbe représentative de f

Soit x et h deux nombres avec x € [Lh A0 et x +h € 1.

» Si h > 0, comme f est croissante, f(z) < f(x + h)

F(z + h) — F(x) exprime 'aire sous C sur [z;x + h].

On encadre cette aire par celle de deux rectangles de méme largeur h et de hauteurs : f(z) et f(x +h) :

. A
a

/ Aire petit rectangle < Aire sous la courbe< Aire grand rect
4 {f(x+h)

- fx)xh<F(z+h)—F(z) < flz+h)xh

2 1ffx)
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—1 ]

F(z+h)— F(x)

D'ou : f(z) < < f(z+h)

Comme f est continue en z, lim flz+h)= f(x).

h>0

F h)—F
Par le théoréeme d’encadrement des limites, on en déduit £1n(1) (z+ })L (@) = f(2)
h>0

» Si h <0, —(F(z+ h) — F(x)) exprime l'aire sous C sur [z + h; z].
On encadre cette aire par celle de deux rectangles de méme largeur —h et de hauteurs : f(z) et f(x +h) :
—hx f(x+h) <—(F(xr+h)— F(z)) < —h x f(z); en divisant par —h on obtient :

flo ) < PO IO oy,
F(x+h) — F(z)

Avec le méme raisonnement que pour h > 0 on obtient lim W = f(x)

h<0
Conclusion la fonction F' est dérivable en tout = de [a;b] et F'(x) = f(z)

CQFD



Propriété 3.1.
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b].
Alors, pour toute primitive de f sur [a;b], on a :

b
| #a)dz =P ) - Pl
. " /
Démonstration. D’aprés le théoréme ci-dessus, la fonction G(z) = [ f(t)dt est une primitive de f sur
[a; b].
Donc il existe un réel k tel que G(z) = F(x) + k. Or, G(a) = 0 donc k = —F(a) puis :
2 f(t)dt = G(b) = F(b) + k = F(b) — F(a)

CQFD

Théoréme 3.2.
Théoréme Fondamental : Existence de primitives
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Démonstration. Soit I de la forme [a; b].On admet que sur [a; b], toute fonction continue admet un minimum
m.

Soit f continue sur [a;b] et m son minimum.

La fonction g :  —— f(x) — m est positive et continue sur [a;b]. D’aprés le théoréme, elle admet une
primitive G sur [a; b] et pour tout x de [a;b] G'(z) = f(x) —m. Alors la fonction F': x — G(z) +mx est
dérivable sur [a;b] et F'(x) = f(z); F est donc une primitive de f sur L.

CQFD

4 Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque
/Déﬁnition 4.1. A

Soit f une fonction continue et de signe quelconque sur un intervalle I; a et b deux réel de I.

L’intégrale de a a b de f est le nombre F'(b) — F(a) ou F' est une primitive de f sur [a;b].

En pratique, on écrit :

’ b
| Ha)da = [F@L = FO) - Fla)

o /

4.1 Généralisation des propriétés algébriques

Les propriétés de linéarité, relation de Chasles, valeur moyenne, déja vues pour les fonctions continues et
positives se généralisent aux fonctions continues de signe quelconque.

Théoréme 4.1.

f est une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et un réel a de L.

Alors la fonction F définie sur I, par : F(z) = [ f(¢)dt est est la primitive de f sur I qui s’annule
en a.




Propriété 4.1. L. / f(z)dz =0

2. /abf(x)dx - —/baf(x)dx

4.2 Intégrale et Aire

Cy et C, sont les courbes représentatives de deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a; b]
(a < b). Si Cy est au-dessus de C, sur [a;b] alors I'aire du domaine D entre les deux courbes sur [a;b] en
u.a. est :

aire(D) = / (f(x) — g(x)) da

5 Intégration par parties

. N
Propriété 5.1.

On considére deux fonctions u et v dérivables sur I telles que u' et v’ soient continues sur I. Soient a
et b deux réels de I tels que a < b. Alors :

/ (o)) = [(w) (@)} / () ()
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