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1. On peut construire ’arbre de probabilité ci-dessous.

Pn " —_——————-

D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

Pn4+1 = P<An+1) = P(An-‘rl N An) + P<An+1 N An) = PAn(An+1) X p(An) + PAn (ATL-H) X p(ATL) -
Do X 0.9+ (1 — p) % 0,4 = 0,5p, + 0,4.

2. (a)

Soit n € N*. On note P, la proposition : « p, > 0,8 ». On souhaite démontrer que P, est vraie
pour tout n € N*.

Initialisation : Pour n = 1.
p1 = 1> 0,8. On en déduit que P, est vraie.

Hérédité : On considére un entier naturel £ > 1 quelconque tel que Py est vraie (hypothése
de récurrence), autrement dit tel que pr > 0,8. On souhaite démontrer que Pjy; est vraie,
autrement dit que pry; > 0,8.

Par hypothése de récurrence, on a p, > 0,8.

D’ou 0,5p, > 0,4 < 0,5p + 0,4 > 0.8 & pry1 > 0,8.

Ainsi, P est vraie et, pour un tout entier k, lorsque P, est vraie, alors Py, est vraie aussi. Par
le principe de récurrence, on en déduit que, pour tout n € N*, P, est vraie donc p, > 0,8.
Pour tout entier n > 1, on a p,+1 — p, = 0,5p,, + 0,4 — p, = —0,5p,, + 0,4.

Or, p, > 0,8 & —0,5p,, < —0,4 < —0,5p, + 0,4 < 0.

Donc p,11 — pn < 0 et alors la suite (p,) est décroissante.

La suite (p,) est décroissante et minorée par 0,8 donc elle converge vers un réel /.

Pour tout entier n > 1, on a v,11 = ppa1 — 0,8 = 0,5p, + 0,4 — 0,8

= 0,5p, — 0,4 = 0,5(p, — 0,8) = 0,5v,,.

Donc la suite (v,) est géométrique de raison ¢ = 0,5 et de premier terme v; = p; — 0,8 = 0,2.
On a alors v, = v; x "1 =0,2 x 0,57 L.

D’ou p, = 0,8 +v, = 0,8 +0,2 x 0,5"1,

Comme —1 < 0,5 < 1 alors lim 0,5"7! = 0. Ainsi, par produit, lim 0,2 x 0,5""! = 0. Et

n—-4o0o n—+00

donc, par somme, lim p, = 0,8.
n—-+00



