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1 Histoire des Mathématiques

Extrait de Wikipédia

L'histoire du alul in�nitésimal remonte à l'Antiquité. Sa réation est liée à une polémique entre deux

mathématiiens Isaa Newton et Gottfried Wilhelm Leibniz. Néanmoins, on retrouve hez des mathé-

matiiens plus aniens les prémies de e type de alul : Arhimède, Pierre de Fermat et Isaa Barrow

notamment. La notion de nombre dérivé a vu le jour au XVIIe sièle dans les érits de Gottfried Wilhelm

Leibniz et d'Isaa Newton qui le nomme �uxion et qui le dé�nit omme � le quotient ultime de deux

aroissements évanesents �.

Le domaine mathématique de l'analyse numérique onnut dans la seonde moitié du XVIIe sièle une

avanée prodigieuse grâe aux travaux de Newton et de Leibniz en matière de alul di�érentiel et inté-

gral, traitant notamment de la notion d'in�niment petit et de son rapport ave les sommes dites intégrales.

C'est ependant Blaise Pasal qui, dans la première moitié du XVIIe sièle, a, le premier, mené des études

sur la notion de tangente à une ourbe - lui-même les appelait � touhantes �. Le marquis de l'Hospi-

tal ontribuera à di�user le alul di�érentiel de Leibniz à la �n du XVIIe sièle grâe à son livre sur

l'analyse des in�niment petits.Wallis, mathématiien anglais (surtout onnu pour la suite d'intégrales qui

porte son nom) ontribua également à l'essor de l'analyse di�érentielle.Néanmoins ette théorie tout juste

élose n'est pas enore, à l'époque, pourvue de toute la rigueur mathématique qu'elle aurait exigée, et

notamment la notion d'in�niment petit introduite par Newton,qui tient plus de l'intuitif, et qui pourrait

engendrer des erreurs dès lors que l'on ne s'entend pas bien sur e qui est ou non négligeable. C'est au

XVIIIe sièle que d'Alembert introduit la dé�nition plus rigoureuse du nombre dérivé en tant que limite

du taux d'aroissement - sous une forme semblable à elle qui est utilisée et enseignée de nos jours.

Cependant, à l'époque de d'Alembert, 'est la notion de limite qui pose problème : R n'est pas enore

onstruit formellement. C'est seulement ave les travaux de Weierstrass au milieu du XIXè sièle que le

onept de dérivée sera entièrement formalisé.C'est à Lagrange (�n du XVIIIe sièle) que l'on doit la

notation f ′(x), aujourd'hui usuelle, pour désigner le nombre dérivé defenx. C'est aussi à lui qu'on doit le

nom de � dérivée � pour désigner e onept mathématique.

2 Rappels

2.1 Propriétés de dérivation

On dit que f est dérivable en x0 de nombre dérivé l si le taux d'aroissement de f en x0 admet une

unique limite �nie, l.

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= l

Cette dérivée se note f ′(x0) et on a f ′(x0) = l.
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Propriété 2.1.

Si la fontion f admet en x0 la dérivée f ′(x0) alors la ourbe représentative de f admet une tangente

au point d'absisse x0 dont le oe�ient direteur vaut f
′(x0).

Equation de la tangente à Cf au point d'absisse x0

Tx0 : y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0)

EXERCICE 1

Soit f la fontion dé�nie et dérivable sur R par f(x) = 2x2 − 3x+1 Déterminer l'équation de la tangente

à la ourbe représentative de f au point d'absisse 2.

EXERCICE 2

On onsidère la fontion f dé�nie sur R par f(x) = ex.

1. Déterminer, en fontion de h le taux d'aroissement de f entre 0 et 0+h.

2. Démontrer que lim
h→0

eh − 1

h
= 1

3. Déterminer l'équation de la tangente à Cf en O.
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2.2 Formulaire des dérivées des fontions usuelles

Fontion f f est dé�nie sur f est dérivable sur Fontion dérivée f ′

f(x) = k où k est un nombre réel R R f ′(x) = 0

f(x) = x R R f ′(x) = 1

f(x) = x2
R R f ′(x) = 2x

f(x) = xn
R R f ′(x) = nxn−1

f(x) =
1

x
R\{0} R\{0} f ′(x) = − 1

x2

f(x) =
√
x [0; +∞[ ]0; +∞[ f ′(x) =

1

2
√
x

Propriété 2.2. � Soit f et g deux fontions dé�nies sur I, alors la fontion f + g est dérivable

sur I et (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)
� Soit f une fontion dé�nie sur I, et k un nombre réel alors la fontion k.f est dérivable sur I et

(k.f)′(x) = k.f ′(x)
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2.3 Caluls de dérivées

Propriété 2.3.

Soient u et v deux fontions dérivables sur un même intervalle I. Alors la fontion f = u × v est

dérivable sur I, on a :

f ′ = u′.v + u.v′

Soit u une fontion dérivable sur un intervalle I et ne s'annulant pas sur I. Alors la fontion f =
1

u
est

dérivable sur I, on a :

f ′ = − u′

u2

Soient u et v deux fontions dérivables sur le même intervalle I. Si la fontion v ne s'annule pas sur I

alors la fontion f =
u

v
est dérivable sur I, on a :

f ′ =
u′v − uv′

v2

f(x) = g(ax+b) ave g une fontion dérivable sur I et J un intervalle tel que pour tout x ∈ J,ax+b ∈ I

alors la fontion f est dérivable sur J et

f ′(x) = ag′(ax+ b)

EXERCICE 3

Rappels dérivées 1ere : INDISPENSABLE ! !

Caluls de dérivées

3 Dérivées

3.1 Dérivée d'une fontion omposée

Dé�nition 3.1.

La fontion omposée de u par g, notée g ◦ u est dé�nie pour tout x ∈ I par g ◦ u(x) = g(u(x))

Propriété 3.1.

Soit u une fontion dé�nie et dérivable sur un intervalle I et g une fontion dé�nie et dérivable sur un

intervalle J .

Alors la fontion g ◦ u est dérivable sur I et (g ◦ u)′ = u′ × (g′ ◦ u). C'est à dire que pour tout x0 ∈ I

(g ◦ u)′(x0) = u′(x0)× (g′ ◦ u)(x0)

Démonstration. Soit x0 ∈ I. On veut montrer que g ◦ u est dérivable en x0. C'est à dire que

(g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

x− x0

a une limite �nie lorsque x tend vers x0.

(g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

x− x0

=
u(x)− u(x0)

x− x0

× (g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

u(x)− u(x0)
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u est dérivable en x0 don

u(x)− u(x0)

x− x0

tend vers u′(x0) lorsque x tend vers x0.

De plus, u est ontinue en x0 ( ar dérivable sur I) don u(x) tend vers u(x0)) lorsque x tend vers x0, et

omme g est dérivable sur J , on a :

(g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

u(x)− u(x0)
tend vers g′(u(x0)) = (g′ ◦ u)(x0)

Don

(g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

x− x0

=
u(x)− u(x0)

x− x0

× (g ◦ u)(x)− (g ◦ u)(x0)

u(x)− u(x0)
tend vers u′(x0)× (g′ ◦ u)(x0)

CQFD

Propriété 3.2.

Soit u une fontion dé�nie et dérivable sur un intervalle I.

1. (eu)′ = u′eu

2. Pour tout entier n non nul : (un)′ = nu′un−1

3. Si u ne s'annule pas sur I :

(

1

u

)

′

= − u′

u2

4. Si u est stritement positive sur I : (
√
u)′ =

u′

2
√
u

5. Si u est une fontion dérivable ne s'annulant pas sur I.

1

un
=

−nu′

un+1

Exemple :

1. (u2)′ = 2u′u

2. (u3)′ = 3u′u2

3. (
1

u2
)′ =

−2u′

u3

4. (e5x
2

)′ = 10xe5x
2

5. (
√
3x2 + 1)′ =

6x

2
√
3x2 + 1

4 Dérivée Seonde

Dé�nition 4.1.

Soit f une fontion dérivable sur un intervalle I. On note f ′
sa fontion dérivée.

Lorsque f ′
est dérivable sur I, on note f ′′

sa dérivée.

f ′′
est appelée dérivée seonde de f .

4.1 Convexité

Dé�nition 4.2.

Soient f une fontion dé�nie sur un intervalle I et Cf sa ourbe représentative. On dit que f est onvexe
sur I lorsque sa ourbe est située en dessous de toutes les droites séantes entre 2 points d'intersetion.
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Exemple :

La fontion arrée dont la ourbe est traée i-dessous, est onvexe.
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Remarque .

Si la ourbe représentative de f est au-dessus des séantes alors f est onave.

Propriété 4.1.

Soit f une fontion dé�nie et deux fois dérivable sur un intervalle I. Les propositions i-dessous sont

équivalentes :

1. f est onvexe sur I.

2. La ourbe Cf est situé au-dessus de toutes ses tangentes.

3. f ′
est roissante sur I

4. f ′′
est positive sur I.

Démonstration. • 1 ⇔ 2 par dé�nition de la onvexité.

• 3 ⇔ 4 ar f ′′
est la dérivée de f ′

.

• Montrons que 4 ⇒ 1.
Soit f une fontion dé�nie et deux fois dérivable sur I et a ∈ I. Cf sa ourbe représentative et

T la tangente à Cf au point d'absisse a dont l'équation est donnée par y = f ′(a)(x − a) + f(a).
Supposons que pour tout x ∈ I,f ′′(x) > 0. Soit φ la fontion dé�nie sur I par φ(x) = f(x) −
(f ′(a)(x− a) + f(a)) = f(x)− f ′(a)(x− a)− f(a)
f est dérivable deux fois don φ l'est aussi.

φ′(x) = f ′(x)− f ′(a) et φ′′(x) = f ′′(x).
Don, omme pour tout x ∈ I,f ′′(x) > 0, on a φ′′(x) > 0 et don φ′

roissante sur I.
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� Si x > a alors φ′(x) > phi′(a) ave φ′(a) = f ′(a) − f ′(a) = 0. Don φ′(x) > 0, don φ est

roissante sur I. On a φ(x) > φ(a).
φ(a) = f(a)− f ′(a)(a− a)− f(a) = 0 don pour tout x ∈ I,φ(x) > 0.
Ainsi f(x) − f ′(a)(x − a) − f(a) > 0 don f(x) > f ′(a)(x − a) + f(a) 'est à dire que Cf est

au-dessus de T
� Si x < a, alors φ′(x) < 0 don φ est déroissante sur I. Don φ(x) > φ(a) ⇒ φ(x) > 0, on

obtient également que pour tout x; f(x) > f ′(a)(x− a) + f(a) 'est à dire que Cf est au-dessus

de T
CQFD

Dé�nition 4.3.

Un point d'in�exion est un point où la ourbe représentative de f traverse sa tangente. Si une ourbe

admet un point d'in�exion, alors la fontion hange de onvexité.

Exemple :

La ourbe de la fontion f(x) = x3
admet un point d'in�exion en O.
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Propriété 4.2.

Soit f une fontion deux fois dérivable sur I. Sa ourbe admet un point d'in�exion au point d'absisse

a si et seulement si f ′′
s'annule en a et hange de signe dans un voisinage de a.

Démonstration. f ′′(a) = 0 et f ′′
hange de signe, si et seulement si f ′

hange de sens de variation si et

seulement si f hange de onvexité ⇔ Cf admet un point d'in�exion au point d'absisse a. CQFD
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