
Chapitre 8 - Orthogonalité dans l'espa
e

Terminale Spé maths

1 Produit s
alaire

Dé�nition 1.1.

(O,I,J,K), un repère de l'espa
e est orthonormé lorsque les droites (OI), (OJ) et (OK) sont deux

à deux perpendi
ulaires et qu'on a l'égalité des distan
es OI=OJ=OK=1.

Propriété 1.1.

Soit M un point de 
oordonnées (x; y; z) dans un repère orhonormé (O,I,J,K)

La longueur OM et la norme du ve
teur

−−→
OM véri�ent :

OM =‖ −−→
OM ‖=

√

x2 + y2 + z2

Dé�nition 1.2.

Soit ~u et ~v deux ve
teurs de l'espa
e. A,B et C trois points de l'espa
e tels que ~u =
−→
AB et ~v =

−→
AC.

Il existe au moins un plan P 
ontenant les points A,B et C.

Le produit s
alaire de ~u et ~v est le produit s
alaire des ve
teurs

−→
AB et

−→
AC dans le plan P.

Remarque .

Ce produit s
alaire est indépendant du 
hoix des représentants des ve
teurs ~u et ~v et du 
hoix du plan P.

En e�et, il peut s'exprimer sous la forme :
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~u · ~v =
1

2
(‖ ~u+ ~v ‖2 − ‖ ~u ‖2 − ‖ ~v ‖2)

Pour 
al
uler le produit s
alaire, on 
hoisit deux représentants des ve
teurs situés dans un même plan.

En plus des formules des normes, on dispose des autres méthodes vues en 
lasse de première :

1. ~u · ~v = AB ×AC × cos B̂AC =‖ ~u ‖ × ‖ ~v ‖ × cos(~u,~v)

2. ~u · ~v =
−→
AB · −→AC =

−→
AB · −−→AH où H est le projeté orthogonal de B sur (AC)

Dé�nition 1.3.

Le 
arré s
alaire de ~u, noté ~u2
, est dé�ni par : ~u2 = ~u · ~u

Propriété 1.2. 1. Le produit s
alaire est 
ommutatif : ~u · ~v = ~v · ~u

2. Pour tout nombre réel k : ~u · (k~v) = (k~u) · ~v = k (~u · ~v)

3. Pour trois ve
teurs ~u,~v et ~w de l'espa
e : ~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w

4. Pour tout ve
teur ~u de l'espa
e ~u2 = ~u · ~u =‖ ~u ‖2= AB2

5. Pour tous points A et B de l'espa
e

−→
AB2 =‖ −→

AB ‖2= AB2

1.1 Expression analytique du produit s
alaire

Dans un repère orthonormé,

si le ve
teur ~u a pour 
oordonnées (x; y; z) et le ve
teur ~v (x′; y′; z′) alors on a :

~u · ~v = xx′ + yy′ + zz′

Démonstration. En Exer
i
e CQFD
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2 Orthogonalité dans l'espa
e

Dé�nition 2.1.

Deux ve
teurs non nuls de l'espa
e ~u et ~v sont orthogonaux lorsque, si ~u =
−→
AB et ~v =

−−→
CD alors les

droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Remarque .

Le ve
teur nul est orthogonal à tout autre ve
teur.

Propriété 2.1.

~u et ~v sont orthogonaux si et seulement si ~u · ~v = 0.

Propriété 2.2.

Ve
teur normal à un plan

Un ve
teur non nul ~n =
−→
AB est normal au plan P lorsque la droite (AB) est perpendi
ulaire au

plan P

Rappel

Si une droite D est orthogonale à deux droites sé
antes D1 et D2 d'un plan P alors la droite D est

orthogonale au plan P.

Démonstration. Soit ~u,~v1 et ~v2 des ve
teurs dire
teurs respe
tivement des droites D,D1 et D2.

Puisque D est orthogonale à D1 et D2,

~u · ~v1 = 0 et ~u · ~v2 = 0

Soit ∆ une droite du plan P et ~w un ve
teur dire
teur de ∆.

Les ve
teurs ~v1 et ~v2 ne sont pas 
olinéaires, d'après la propriété 5 du 
ours sur la géométrie ve
torielle,il

existe deux réels x et y tels que : ~w = x~v1 + y~v2.

On a ~u · ~w = x~u · ~v1 + y~u · ~v2 = 0
On en déduit que la droite D est orthogonale à ∆ qui est une droite quel
onque du plan P. CQFD
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Propriété 2.3.

Soit A un point de l'espa
e et ~n un ve
teur non nul.

L'ensemble des points M tels que

−−→
AM · ~n = 0 est le plan passant par A et de ve
teur normal ~n

2.1 Equation 
artésienne de plan

Propriété 2.4.

Dans un repère orthonormé,

1. Si le plan P a pour ve
teur normal ~n(a; b; c) alors P a une équation de la forme :

ax+ by + cz + d = 0

2. Ré
iproquement, l'ensemble des points M(x; y; z) tels que ax+ by + cz + d = 0

ave
 (a; b; c) 6= (0; 0; 0) est un plan de ve
teur normal ~n(a; b; c).

Démonstration. Soit A(xA; yA; zA) un point du plan.

M(x; y; z) appartient au plan P équivaut à

−−→
AM · ~n = 0

soit à : a(x− xA) + b(y − yA) + c(z − zA) = 0
puis : ax+ by + cz − (axA + byA + czA) = 0
qui donne : ax+ by + cz + d = 0 ave
 d = −(axA + byA + czA)

Ré
iproque en exer
i
e CQFD

Propriété 2.5.

Deux droites ∆ et ∆′
sont orthogonales lorsque leurs ve
teurs dire
teurs respe
tifs sont orthogonaux.

Dé�nition 2.2.

Deux plans P et P
′
de ve
teurs normaux respe
tifs ~n et ~n′

sont perpendi
ulaires lorsque les ve
teurs

~n et ~n′
sont orthogonaux.

Exer
i
e

Dans un repère orthonormé, P et P
′
sont les plans d'équations respe
tives :

2x+ y − 7 = 0 et −1

2
x+ y +

3

2
z − 6 = 0

Démontrer que P et P
′
sont perpendi
ulaires.

2.2 Equation Cartesienne d'une sphère

Propriété 2.6.

Dans un repère orhonormé, une équation 
artésienne de la sphère de 
entre Ω(a,b,c) et de rayon R est

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2
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3 Proje
tion orthogonale

Dé�nition 3.1.

On 
onsidère un plan P de l'espa
e dont on 
onnait un ve
teur normal ~n et un point M extérieur à

P . Le projeté orthogonal de M sur P est l'interse
tion du plan est de la droite ayant pour ve
teur

dire
teur ~n.

Dé�nition 3.2.

On 
onsidère une droite d de ve
teur dire
teur ~u et un point M extérieur à 
ette droite. Le projeté

orthogonal de M sur d est l'interse
tion du plan normal à ~u passant par M et la droite d.

Dé�nition 3.3.

Soit P un plan de l'espa
e et A un point. La distan
e de A à P est la plus petite des distan
es AM

où M appartient à P.

Propriété 3.1.

Si H est le projeté orthogonal de A sur P alors d(A,P)=AH.

Démonstration. Soit M un point de P. Pour tout M di�érent de H, le triangle AHM est re
tangle en H

don
 AM>AH ainsi AH est bien la plus petite longueur et d(A,P)=AH. CQFD

Propriété 3.2.

Soient P le plan d'équation 
artésienne ax+ by+ cz+ d = 0 et A(xA,yA,zA) un point. Si ~n un ve
teur

normal de P et M(x,y,z) un point de P. Alors : d(A,P) =
|−−→AM.~n|
‖ ~n ‖

=
|axA + byA + czA + d|√

a2 + b2 + c2

Remarque .

Les dé�nitions et propriétés sont analogues pour le projeté orthogonal sur une droite.
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