
Chap9- Logarithme népérien

Terminale Spé
ialité Mathématiques

1 Cal
uls algébriques

1. Remarque

La fon
tion exponentielle est une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissante de R sur ]0; +∞[.
Pour tout réel b de ]0; +∞[, il existe don
 un unique réel a tel que ea = b

On dit que a est le logarithme népérien de b et on note : a = ln(b).

2. Dé�nition

La fon
tion, dé�nie sur ]0; +∞[, qui à x asso
ie ln(x) est appelée fon
tion logarithme népérien.

3. Remarques

D'après la dé�nition :

(a) b > 0 et a = ln(b) équivaut à ea = b

(b) Pour tout réel x > 0, eln(x) = x

(
) Pour tout réel x, ln(ex) = x

(d) ln(1) = 0 et ln(e) = 1

4. Propriétés algébriques de la fon
tion ln

Pour tous réels a et b stri
tement positifs

(a) ln(a× b) = ln(a) + ln(b)

Démonstration. eln(a×b) = a× b et eln(a)+ln(b) = eln(a) × eln(b) = a× b

don
 : eln(a×b) = eln(a)+ln(b)
et par 
onséquent : ln(a× b) = ln(a) + ln(b)
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(b) ln

(

1

a

)

= − ln(a)

Démonstration. ln(1) = ln

(

a×
1

a

)

= ln(a) + ln

(

1

a

)

= 0 don
 : ln

(

1

a

)

= − ln(a)
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(
) ln
(a

b

)

= ln(a)− ln(b)
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Démonstration. ln
(a

b

)

= ln

(

a×
1

b

)

= ln(a) + ln

(

1

b

)

= ln(a)− ln(b)
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(d) Pour tout n ∈ Z, ln (an) = n ln(a)

Démonstration. Pour n ≥ 0 on fait une démonstration par ré
urren
e.

Si n < 0, on pose p = −n. On a : ln (an) = ln

(

1

ap

)

= − ln(ap) = −p ln(a) = n ln(a)
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(e) ln
√
a =

1

2
ln(a)

Démonstration. ln
(

(
√
a)

2
)

= 2 ln (
√
a) = ln(a) don
 ln (

√
a) =

1

2
ln(a) CQFD

2 Étude de la fon
tion logarithme népérien

1. Propriété (admise) : La fon
tion ln est 
ontinue sur ]0; +∞[

2. La fon
tion ln est dérivable sur ]0; +∞[ et pour tout x de ]0; +∞[, on a :

ln′(x) =
1

x

Démonstration. On admet que la fon
tion ln est dérivable sur ]0; +∞[. Soit f la fon
tion dé�nie

pour tout x > 0 par f(x) = eln(x) − x

Par dé�nition pour tout x > 0,eln(x) = x don
 f est nulle sur ]0, + ∞[. Don
 sa dérivée est nulle

également. Soit u la dérivée de ln(x) alors par 
omposition de fon
tions f ′(x) = u(x)eln(x) − 1 = 0

don
 u(x) =
1

eln(x)
=

1

x
.
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3. La fon
tion ln est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[

4. lim
x→+∞

ln x = +∞

Démonstration. Soit A > 0. Peut-on déterminer un réel x0 tel que si x > x0, ln(x) > A ?

ln(x) > A ⇔ elnx > eA ⇔ x > eA. Il su�t de prendre : x0 = eA
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5. lim
x→0+

ln x = −∞

Démonstration.

lim
x→0+

1

x
= +∞

et lim
X→+∞

lnX = +∞







alors lim
x→0+

ln

(

1

x

)

= +∞ mais ln

(

1

x

)

= − ln x don


lim
x→0+

ln x = −∞
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6. Tableau de variation de la fon
tion ln :

x 0 +∞
ln′(x) +

ln(x)

−∞

�✒
�

�

+∞

7. Représentation graphique

0 1 2 3 4−1−2
0

−1

−2

1

2

3

8. Remarque D'après 
e qui pré
ède, pour a et b réels stri
tement positifs :

(a) ln(a) = ln(b) ⇐⇒ a = b

(b) ln(a) < ln(b) ⇐⇒ a < b

9. Théorème des 
roissan
es 
omparées

lim
x→0+

xn ln x = 0 lim
x→+∞

lnx

xn
= 0


as parti
ulier

1) lim
x→+∞

ln x

x
= 0 2) lim

x→0+
x ln x = 0

Démonstration. ◮ ROC

1) Soit f dé�nie par : f(x) =
√
x − ln x,x ∈ I =]0;+∞[; f ′(x) =

1

2
√
x
−

1

x
=

√
x− 2

2x
. On a le

tableau de variation de f suivant :

x 0 4 +∞
f ′(x) − +

f(x) ❅
❅
❅❘
2− ln4 ≈ 0,61

�✒
�

�

Sur I, f(x) > 0. Sur [1; +∞[:
1
√
x
≥

ln x

x
≥ 0.

D'après le théorème des gendarmes : lim
x→+∞

ln x

x
= 0

2) En posant y =
1

x
on a x ln x =

ln(
1

y
)

y
= −

ln y

y
ave
 y tend vers +∞ lorsque x tend vers 0.
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D'après le 1) lim
x→0+

x ln x = lim
y→+∞

−
ln y

y
= 0
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10. Dérivée de la fon
tion 
omposée x 7−→ ln(u(x))

Soit u une fon
tion dérivable et stri
tement positive sur un intervalle I de R.

La fon
tion x 7−→ ln(u(x)) est dérivable sur I et pour tout x de I :

[ln(u(x))]′ =
u′(x)

u(x)
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