Nombres Complexes - Point de vue géométrique

Maths Expertes

1 Représentation Géométrique

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; , ¥).

A tout point M du plan de coordonnées (a;b) est associé le nombre complexe z = a + ib appelé affixe du
point M.

Le point M de coordonnées (a;b) est appelé image du nombre complexe z = a + ib. On note M (a + ib)
On dit aussi que le nombre complexe z = a + ib est ’affixe du vecteur w de coordonnées (a;b) et que w

est le vecteur image de z.

Axe des imaginaires

(z =a+ib)

Axes des réels

Remarque .
Les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des réels.(symétrie axiale)
Les points d’affixes z et —z sont symétriques par rapport a l'origine.(symétrie centrale)

Propriété 1.1.
Soit w) et wy deux vecteurs du plan complexe d’affixe z; et 2.

1. Le vecteur wi + ws a pour affixe z; + 2o

2. Soit A € R, alors le vecteur A.wj a pour affixe .z

Démonstration. Soient z; = aqy + iby et zo = ao + iby alors wp = (al) et wy = (Zz).
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- ., a+a

Donc iy 4y — A1 + ag + Z(bl + b2) = (a1 + Zbl) —+ (CLQ + Zbg) = Zun + iy
o )\.CLl
Donc zy.5 = Aay +i\by = Aay +ib1) = Az, -
CQFD

Propriété 1.2. 1. Si A et B sont deux points du plan d’affixes respectives z4 et zp alors le
vecteur AB a pour affixe zg — z4. On écrit :

Afﬁxe(@) = 24p = 2B — 24

2. Soit I le milieu de [AB], za,zp et z1 les affixes respectives de A,B et I alors :

zZa+ 2B
] = 5

\ J
—
Démonstration. 1. D’aprés la relation de Chasles ﬁ = 1@ + O? = O? — OA donc 245 = 2B — 24

2. T milieu de [AB] alors ﬁ = Q.ﬁ et d’aprés ce qui précéde 23 = 223
ZA+ 2B
2

Dot zp — 24 = 2(21 — 24) < 2 — 24 = 221 — 224 & 21 =

CQFD

1.1 Module d’'un nombre complexe

Le module du nombre complexe z = a + bi avec a et b réels est le réel positif, noté |z|, défini par :

lz| = Va2 + b =2 xZ

Interprétation géométrique Le module de z est la distance entre 'origine O du repére et le point
OM = |z| = Va® + b?

Ghéoréme 1.1. \

Soit z et w deux nombres complexes quelconques. Alors on a :

1. 2] =0<=2=0

2. 2P =2xz

3. |z xw| = |z] x |w|
Lsiwzo |2 = A
wl fw

5. Inégalité triangulaire : |z + w| < |z| + |w|
6. Si A et B sont deux points du plan
d’affixes respectives z4 et zp alors :

K AB = |zp — za /




1.2 Argument d’un nombre complexe

Soit z un nombre complexe non nul de point image M de coordonnées (a;b).
On appelle argument de z et on note arg z toute mesure en radians de I’angle orienté (u; OM)

Remarque : Un nombre complexe non nul z a une infinité d’arguments.
Si 0 est I'un d’entre eux, les autres sont de la forme 6 + 27k avec k € Z.

On note arg z = [mod 27]. On lit "¢ modulo 27"
Le réel 0 n’a pas d’argument.

2  Forme trigonométrique d’un complexe non nul

A

M(7—a}ib)

rs n(@)

Y

L’écriture : |z = r(cos@ + isin0) | est appelée forme trigonométrique de z.

avec r = |z| (module de z) et arg z = 6 [mod 27]

2.1 Lien entre forme algébrique et forme trigonométrique

z est un complexe non nul qui s’écrit z = a + bt avec a et b réels.
On note : 7 = |z| et # un argument de 2.

Si on connait 7 et @ alors : |a = rcosf et b= rsinf|




Si on connait a et b alors :

cosf =

r = |z| = Va? + b% et 0 défini par :

sinf =

SIS |2

2.2 Egalité entre deux complexes écrits sous forme trigonométrique

Si z =r(cosf +isinf) avec r = |z| et arg z = 6 [mod 27|
et 2/ =1'(cos@ +isinf') avec r' = |2/| et arg 2/ = 6 [mod 27] alors :

z=z2or=r"et =460 [mod 27|

2.3 Argument d’un produit

Propriété 2.1.
Formule de I’addition : Rappels

1. cos(a+b ( (
2. cos(a — b) = cos(a) cos(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(
(a =) ) cos(

=
I
(@]
@}
n

4. sin(a — b) = sin(a i

o /
Propriété 2.2.

Soit z et w deux complexes non nuls. Alors :

arg(z x w) = arg(z) + arg(w) [mod 27]

Démonstration. Soit z et w deux complexes non nuls avec :
z=r(cosf +isinf) avec r = |z| et arg z = 0 [mod 27]
et w =1'(cos@ +isind) avec r’ = |w| et arg w = 6 [mod 27]
On a:
zxw = rr'(cosf+isinf)(cosd +isinf’)
rr'((cos @ cos ' — sin @ sin6') + i(cos @ sin 6’ + sin O cos ')
= rr'(cos(6 + ') +isin(d + 6'))

Comme rr’ > 0, alors arg(z x w) =0 + ¢
CQFD

Propriété 2.3.
Pour tous nombres complexes z et w non nuls :

arg G) — arg (2) [mod 27]

. arg (g) = arg (z) — arg (w) [mod 27]

. Pour n € N*: arg (2") =n x arg z [mod 27]

—_

w BN

B

. arg Z = —arg z [mod 27|
/




3 Notation exponentielle

Soit f la fonction qui & tout réel @ associe le complexe f(0) = cos@ + isin 6
Pour tous réels 6 et 6, on a vu que : f(0+60") = f(0) x f(¢') et f(0) = 1: f vérifie une relation fonctionnelle
analogue a celle de la fonction exponentielle.

Notation : Pour tout nombre réel 0, on note |e? = cos + isin 6

Définition 3.1.
Une forme exponentielle d'un nombre complexe z non nul d’argument 6 est :

z = |z]e?

Gropriété 3.1. \

Pour tous nombres réels 0 et &' et n entier naturel :

1. e =1 et arg(e?) = 6[27]
9 il il — (040

0

€ i—o
3. o et (0=

0 o—if 0 _ o—ib
4. cos(f) = % et sin(f) = : ¥
i

5. (eiG)" — ei@n

6. cos(nf) + isin(nf) = (cos(f) + isin(f))" (Formule de Moivre)
K 7. ¢ =~ /

4 Angles orientés et arguments

(Formule d’Euler)

Soit A et B sont deux points du plan muni d’un repére orthonormé direct (O; w, ¥) d’affixes res-
- ! o1 - A7
pectives z4 et zg et M est le point d’affixe z); tel que : OM = A
On sait que : zpy = zp — 24 et d’autre part : arg(zy) ( ﬁ) On obtient donc :

arg (zp — 24) ( @)

4.1 Conséquence

Soit A,B,C et D 4 points du plan d’affixes respectives za,zp,2c et zp avec z4 # zp et zc # zp.
Alors :

(15:7) - e (2=%)

ZB — %A

5 Racine n-iéme de 'unité

Définition 5.1.

On appelle cercle unité, noté U, I’ensemble des nombres complexes de module 1. il existe un réel 4 tel
i0
que z = €’




Propriété 5.1.

<1 z
On considére deux nombres complexes 2 et 2z’ de U alors 22" € Uet — € U
z

Définition 5.2.
Pour n € N, on appelle racines n-iéme de 'unité les solutions de 1’équation complexe z" =1

Propriété 5.2.
OnalU, = e 2t i keN;0<k<n— 1}. U,, contient exactement n éléments.

Si n > 3; alors les points dont les affixes sont les racines n-iémes de I'unité forment un polygone
régulier & n cotés.
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