
Nombres Complexes - Point de vue géométrique

Maths Expertes

1 Représentation Géométrique

Le plan est muni d'un repère orthonormé dire
t (O; ~u, ~v).
A tout point M du plan de 
oordonnées (a; b) est asso
ié le nombre 
omplexe z = a+ ib appelé a�xe du

point M.

Le point M de 
oordonnées (a; b) est appelé image du nombre 
omplexe z = a + ib. On note M(a + ib)
On dit aussi que le nombre 
omplexe z = a + ib est l'a�xe du ve
teur ~w de 
oordonnées (a; b) et que ~w

est le ve
teur image de z.

Axe des imaginaires

Axes des réels

a

b M(z = a + ib)

bO

b

Remarque .

Les points d'a�xes z et z sont symétriques par rapport à l'axe des réels.(symétrie axiale)

Les points d'a�xes z et −z sont symétriques par rapport à l'origine.(symétrie 
entrale)

Propriété 1.1.

Soit ~w1 et ~w2 deux ve
teurs du plan 
omplexe d'a�xe z1 et z2.

1. Le ve
teur ~w1 + ~w2 a pour a�xe z1 + z2

2. Soit λ ∈ R, alors le ve
teur λ. ~w1 a pour a�xe λ.z1

Démonstration. Soient z1 = a1 + ib1 et z2 = a2 + ib2 alors ~w1 =

(

a1
b1

)

et ~w2 =

(

a2
b2

)

.
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1. ~w1 + ~w2 =

(

a1 + a2
b1 + b2

)

Don
 z ~w1+ ~w2
= a1 + a2 + i(b1 + b2) = (a1 + ib1) + (a2 + ib2) = z ~w1

+ z ~w2

2. λ. ~w1 =

(

λ.a1
λ.b1

)

Don
 zλ. ~w1
= λa1 + iλb1 = λ(a1 + ib1) = λzw1

.

CQFD

Propriété 1.2. 1. Si A et B sont deux points du plan d'a�xes respe
tives zA et zB alors le

ve
teur

−→
AB a pour a�xe zB − zA. On é
rit :

A�xe(
−→
AB) = z−→

AB
= zB − zA

2. Soit I le milieu de [AB], zA,zB et zI les a�xes respe
tives de A,B et I alors :

zI =
zA + zB

2

Démonstration. 1. D'après la relation de Chasles

−→
AB =

−→
AO +

−−→
OB =

−−→
OB −−→

OA don
 z−→
AB

= zB − zA

2. I milieu de [AB℄ alors

−→
AB = 2.

−→
AI et d'après 
e qui pré
ède z−→

AB
= 2z−→

AI

D'où zB − zA = 2(zI − zA) ⇔ zB − zA = 2zI − 2zA ⇔ zI =
zA + zB

2
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1.1 Module d'un nombre 
omplexe

Le module du nombre 
omplexe z = a + bi ave
 a et b réels est le réel positif, noté |z|, dé�ni par :

|z| =
√
a2 + b2 =

√
z × z

Interprétation géométrique Le module de z est la distan
e entre l'origine O du repère et le point

M(z).
OM = |z| =

√
a2 + b2

Théorème 1.1.

Soit z et w deux nombres 
omplexes quel
onques. Alors on a :

1. |z| = 0 ⇐ z = 0

2. |z|2 = z × z̄

3. |z × w| = |z| × |w|

4. Si w 6= 0,
∣

∣

∣

z

w

∣

∣

∣
=

|z|
|w|

5. Inégalité triangulaire : |z + w| ≤ |z|+ |w|
6. Si A et B sont deux points du plan

d'a�xes respe
tives zA et zB alors :

AB = |zB − zA|
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1.2 Argument d'un nombre 
omplexe

Soit z un nombre 
omplexe non nul de point image M de 
oordonnées (a; b).

On appelle argument de z et on note arg z toute mesure en radians de l'angle orienté (~u;
−−→
OM)

Remarque : Un nombre 
omplexe non nul z a une in�nité d'arguments.

Si θ est l'un d'entre eux, les autres sont de la forme θ + 2πk ave
 k ∈ Z.

On note arg z = θ [mod 2π]. On lit "θ modulo 2π"
Le réel 0 n'a pas d'argument.

2 Forme trigonométrique d'un 
omplexe non nul

r cos(θ)

r sin(θ)

θbO

bM(z=a+ib)

r

ba

bb

L'é
riture : z = r(cos θ + i sin θ) est appelée forme trigonométrique de z.

ave
 r = |z| (module de z) et arg z = θ [mod 2π]

2.1 Lien entre forme algébrique et forme trigonométrique

z est un 
omplexe non nul qui s'é
rit z = a+ bi ave
 a et b réels.

On note : r = |z| et θ un argument de z.

Si on 
onnaît r et θ alors : a = r cos θ et b = r sin θ
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Si on 
onnaît a et b alors :

r = |z| =
√
a2 + b2 et θ dé�ni par :











cos θ =
a

r

sin θ =
b

r

2.2 Egalité entre deux 
omplexes é
rits sous forme trigonométrique

Si z = r(cos θ + i sin θ) ave
 r = |z| et arg z = θ [mod 2π]
et z′ = r′(cos θ′ + i sin θ′) ave
 r′ = |z′| et arg z′ = θ′ [mod 2π] alors :

z = z′ ⇔ r = r′ et θ = θ′ [mod 2π]

2.3 Argument d'un produit

Propriété 2.1.

Formule de l'addition : Rappels

1. cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

2. cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

3. sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

4. sin(a− b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b)

Propriété 2.2.

Soit z et w deux 
omplexes non nuls. Alors :

arg(z × w) = arg(z) + arg(w) [mod 2π]

Démonstration. Soit z et w deux 
omplexes non nuls ave
 :

z = r(cos θ + i sin θ) ave
 r = |z| et arg z = θ [mod 2π]
et w = r′(cos θ′ + i sin θ′) ave
 r′ = |w| et arg w = θ′ [mod 2π]
On a :

z × w = rr′(cos θ + i sin θ)(cos θ′ + i sin θ′)

= rr′((cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′) + i(cos θ sin θ′ + sin θ cos θ′)

= rr′(cos(θ + θ′) + i sin(θ + θ′))

Comme rr′ > 0, alors arg(z × w) = θ + θ′

CQFD

Propriété 2.3.

Pour tous nombres 
omplexes z et w non nuls :

1. arg

(

1

z

)

= −arg (z) [mod 2π]

2. arg

( z

w

)

= arg (z)− arg (w) [mod 2π]

3. Pour n ∈ N
∗ : arg (zn) = n× arg z [mod 2π]

4. arg z = −arg z [mod 2π]
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3 Notation exponentielle

Soit f la fon
tion qui à tout réel θ asso
ie le 
omplexe f(θ) = cos θ + i sin θ
Pour tous réels θ et θ′, on a vu que : f(θ+θ′) = f(θ)×f(θ′) et f(0) = 1 : f véri�e une relation fon
tionnelle

analogue à 
elle de la fon
tion exponentielle.

Notation : Pour tout nombre réel θ, on note eiθ = cos θ + i sin θ

Dé�nition 3.1.

Une forme exponentielle d'un nombre 
omplexe z non nul d'argument θ est :

z = |z|eiθ

Propriété 3.1.

Pour tous nombres réels θ et θ′ et n entier naturel :

1. |eiθ| = 1 et arg(eiθ) = θ[2π]

2. eiθ × eiθ
′

= ei(θ+θ′)

3.

eiθ

eiθ
′
= ei(θ−θ′)

4. cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
et sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
(Formule d'Euler)

5.

(

eiθ
)n

= eiθn

6. cos(nθ) + i sin(nθ) = (cos(θ) + i sin(θ))n (Formule de Moivre)

7. eiθ = e−iθ

4 Angles orientés et arguments

Soit A et B sont deux points du plan muni d'un repère orthonormé dire
t (O; ~u, ~v) d'a�xes res-

pe
tives zA et zB et M est le point d'a�xe zM tel que :

−−→
OM =

−→
AB.

On sait que : zM = zB − zA et d'autre part : arg(zM) =
(−→u ;

−→
AB

)

. On obtient don
 :

arg (zB − zA) =
(−→u ;

−→
AB

)

4.1 Conséquen
e

Soit A,B,C et D 4 points du plan d'a�xes respe
tives zA,zB,zC et zD ave
 zA 6= zB et zC 6= zD.

Alors :

(−→
AB;

−−→
CD

)

= arg

(

zD − zC

zB − zA

)

5 Ra
ine n-ième de l'unité

Dé�nition 5.1.

On appelle 
er
le unité, noté U, l'ensemble des nombres 
omplexes de module 1. il existe un réel θ tel

que z = eiθ
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Propriété 5.1.

On 
onsidère deux nombres 
omplexes z et z′ de U alors zz′ ∈ U et

z

z′
∈ U

Dé�nition 5.2.

Pour n ∈ N, on appelle ra
ines n-ième de l'unité les solutions de l'équation 
omplexe zn = 1

Propriété 5.2.

On a Un =
{

e
2iπk

n ; k ∈ N; 0 6 k 6 n− 1
}

. Un 
ontient exa
tement n éléments.

Si n > 3 ; alors les points dont les a�xes sont les ra
ines n-ièmes de l'unité forment un polygone

régulier à n 
otés.
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